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第13章 簡單線性迴歸與相關係數

13.1 簡介

本章中的相關為非對稱的，亦即：

Y：dependent variable（應變數）or response variable

X：independent variable（自變數）or explanatory variable （解釋變數）

簡單迴歸分析(Simple regression analysis)：Y=f(X)

13.2 母體參數與迴歸模型

本章所用範例：兒童的身高與體重之關係
Y：體重，X：身高（分6組）

資料：表13.1,  N = 30, 有6個小母體

E(Y|X)：每（身高）組的平均體重

圖13.1中：直線為E(Y|X)，紅x為資料點

母體模型：
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而，
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：迴歸函數
( 迴歸模型： Yi =α+βxi +εi

為線性方程式，因為在我們的範例中，它是直線，然而，我們通常也都假設它們的關係是線性的。將（55, 93）轉換成（0, 93），故迴歸係數為：

α：（截距），本例中α= 93

β：（斜率）
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，本例中β= 2
x’I ＝ xi － 55：因為我們的起點變成（0, 93）
因此，迴歸模型：Yi = 93 + 2 x’i +εi
樣本迴歸模型vs. 母體迴歸模型

當母體過大時，可用樣本資料來估計母體迴歸模型的參數，樣本迴歸模型如下：

樣本迴歸模型：yi = a + b xi + ei
樣本迴歸線：y = a + b x

13.3 α,β的最小平方估計式

用上述範例，每一小母體各抽一個樣本 (n=6)，用此樣本來求母體迴歸係數。

Free-hand drawing method：按照你的最佳判斷來任意畫一條直線，不見得能得出最好的結果。
我們必須衡量樣本誤差（估計或檢定母體參數時，都需要衡量樣本誤差項），根據母體迴歸模型：εi = Yi －α－βxi 
故而，樣本誤差為 
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e越小，觀察點與估計點越接近。

Method of Least Square （最小平方法）：
Minimize  
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其可解出使sum of squared residuals最小的a與b：因此，
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為最小平方迴歸線

解a與b可用以下兩個一階條件(normal equations)：

[image: image7.wmf]å

å

=

=

+

=

n

i

n

i

i

i

x

b

na

y

1

1



[image: image8.wmf]å

å

å

=

=

=

+

=

n

i

n

i

n

i

i

i

i

i

x

b

x

a

y

x

1

1

1

2


根據上兩式可求出a與b：
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例13.1：用表13.3來求樣本估計值，其計算細節在表13.4中，b = 2.2571, b = －31.6166

( 其估計線在圖13.4中

例13.2：n = 14

x：原油價格

y：汽油價格

用（13.12）與（13.11）式求出：

b = 2.9485, a = 41.9161

13.4 線性迴歸的標準假設

5個標準假設：

A：xi個數固定或xi必須與隨機誤差項εi獨立。

B：隨機變數εi為常態分配。

C：隨機變數的平均值為零，i.e. E(ε) = 0
( E(Y) = α+βx

D：
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E：
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13.5 估計的標準差與決定係數

用來衡量迴歸估計的Goodness of fit，方法有二：

殘差的標準差(standard error of residual)：表示樣本點與樣本迴歸線間的離散度。

決定係數(coefficient of determination)：樣本迴歸線的相對goodness of fit。

overall mean:
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conditional mean:
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我們將總變異分成：不能解釋(
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而
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我們知道，按13.4節的假設：
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因此，
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故：
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SST = SSE（不能解釋者） + SSR（可解釋者）

第564頁下的表將變異分成：

1. 因迴歸而生的變異(Due to regression)

( 
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，自由度 = k

2. 殘差變異(Residuals)

( 
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，自由度 = n－k－1

k：自變數的個數
因此，Standard Error of Residuals (Estimate)為
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The Coefficient of Determination（決定係數）：
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，注意：SSR=SST－SSE

R2並未根據自由度而調整，故調整後的R2為：
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此時，分母為V(Y)的不偏估計式，分子為V(e)的不偏估計式。

13.6 雙變數常態分配(Bivariate Normal Distribution) 與 相關分析 (Correlation Analysis)

雙變數常態分配：若X與Y皆為常態分配，X與Y的聯合分配即是雙變數常態分配。

複習第6章最後一節的公式：
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[image: image30.wmf]Y
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ρ= 0表示X與Y並非線性相關

ρ= 1表示X與Y為完全正的線性相關

ρ= －1表示X與Y為完全負的線性相關

樣本的相關係數：
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Recall：
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r與b間的關係：
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r與R2間的關係：
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因為：
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例13.3：n = 20

y: Price/Earning Ratio

x: R&D Expenditure/Sale Ratio

例13.4：n = 10 households

y: # of Cars owned by the household

x: # of People in the household
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α與β的最小平方估計式之解出：

Minimize: 
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First order condition（一階條件）:
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由此二式可得兩個normal equations:

（即：本文第4頁）

其中第一式得：
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第二式得：
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注意：
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and
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So,
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