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第12章 變異數分析與χ2 檢定
12.1 簡介

本章中將介紹χ2與F分配如何應用在分析兩個以上母體的平均值與比例值上。基本上，可分：

1. 變異數分析(ANOVA)：分析不同樣本平均數間是否有顯著差異──用F分配。

2. 檢定goodness of fit和independence：

goodness of fit test：檢定不同母體比例間是否相等，或某分配是否恰當──用χ2 分配來做。
test of independence：決定不同樣本比例間的差異是否顯著，還是只是偶然罷了。

12.2 One-way ANOVA

ANOVA將不同母體拆成不同的部分，再用這些部分來做出樣本統計值。其應用範例諸如：

1. 不同商品擺在不同貨架上是否會影響其銷售成績？

2. 廣告對某些商品是否比較有效？

3. 獎勵措施是否對某類員工更有效？

4. 電腦化對哪類職場比較能提高工作效率？

5. 會計師可用ANOVA來測試某組帳戶的樣本平均值與其他組帳戶的平均值是否顯著不同？

資料分組方式可依：

單一分類(single classification)：one-way ANOVA

雙重分類(dual classification)：two-way ANOVA

用範例來解釋one-way (one-factor) ANOVA：

假若我們想知道工作經驗對大學畢業生的新進人員起薪是否有影響，假設我們從東華大學經濟系的畢業生中抽出我們的樣本。

根據工作經驗來分類，分成三組(treatments)：

1. 有學士學位，無工作經驗，

2. 有學士學位，有一年工作經驗，

3. 有學士學位，有兩年工作經驗。

共抽12個樣本（每組抽4個），其薪資列於表12.1

，此為單一分類（按工作經驗分類）。

表12.1列出不同經驗組的平均值，也列出全部樣本的平均值，我們接著要問這三類（不同工作經驗的）母體的平均值是否相同？

H0: μ1=μ2=μ3

H1: 至少有兩個母體的平均值不相等

我們想知道表12.1中樣本平均數的差異是否全為偶然？如果檢定結果為：有顯著差異──則工作經驗真的會影響起薪。

One-Way ANOVA：

表12.2列出m個母體（類別組），每個母體（類別組）抽出n個樣本的ANOVA分析，表底端列出各類別的樣本平均值，表中的數值符號如下：
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要檢定先前的假設，必須作下列兩個變異值：

within-group variability

between-groups variability

根據表12.1的例子，我們可以畫出圖12.1的分配圖，(a) 顯示若不分組，其母體為離散度高的一個分配，(b)顯示分組後的三個母體分配的離散度不一，(c)根據null hypothesis分組後的母體分配應是相同的。

我們用sum of squared deviation（或稱sum of squares）來衡量變異程度。
between-treatments sum of squares (或稱between-groups variability)(組間變異)為：
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在例子中，n1=n2=n3=4, 
[image: image6.wmf]20

,

23

,

20

,

17

3

2

1

=

=

=

=

x

x

x

x


故組間變異SST=72

SST顯示各類別平均值間的離散程度。

within-treatment sum of squares (組內變異)：
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，i為樣本點，j為組別。
SSW指出各組別內部因為隨機抽樣所導致的變異程度。例子中的組內變異SSW=46。
ANOVA分析中的總變異＝組間變異＋組內變異
即TSS=SST+SSW

此處的檢定雖只用到組間與組內變異，但總變異與組間、組內變異之間的關係可能亦相當有用。

檢定時，自由度相當重要，組間變異的自由度為m-1，因其有m組樣本平均值（由m組隨機抽樣得出），而當其衡量各組平均與總平均之離散度時，因
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例子中：組間變異的自由度為3－1= 2

組內變異的自由度為 (n-m)，因有n個觀察值（樣本值），而衡量變異時，必須求各組樣本值與各組的樣本平均之離散度，共有m個算數平均數的方程式，故而少了m個自由度。

例子中的組內變異為 12－3＝9

我們的null hypothesis隱含一個假設：這m組的分配應該是同一個，故而其變異應該相同，如果null hypothesis為真，SST與SSW應可用來估計此變異數。

組間平均變異(mean square, i.e. variance)的不偏估計為  MST=SST/(m-1)

組內平均變異(mean square, i.e. variance)的不偏估計為  MSW=SSW/(n-m)

Test Statistic:

比較組間與組內之平均變異可用F分配：

F = (MST / MSW)

為何F為上式所示？Recall:
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按理說，若H0為真，則 F = 1，或 F(1；否則，F＞1，因為 MST通常不會小於MSW。

本例中：MST=72/2=36, MSW=46/9=5.111,

F=36/5.111=7.04 > 1( reject null hypothesis?

但是，假設檢定必須看F的機率分配來判定，此處的F值只不過是樣本的統計值，不是母體參數值，根據5％的顯著水準，F=7.04>
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( reject H0

表示工作經驗對大學畢業生的起薪確實有影響。

Population Model for One-Way ANOVA:
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τ: treatment effect; ε: random error
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12.3單純與群體同步的信賴區間

當我們發現工作經驗確實會影響薪資時，接著我們便想知道哪些組別有差異。

單純比較

若比較第1組與第2組時，其信賴區間為
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本例：
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根據此公式，我們可以求得
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 三組信賴區間，因為各組的樣本數與標準差皆相同，其信賴區間為等寬者。

單純的paired comparison可能無法保證加總各pair的信賴區間確實就是群體同步的信賴區間。

為解決此問題，我們採用Scheffe’s Multiple Comparison之公式來求群體同步的信賴區間：
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12.4 Two-Way ANOVA─隨機blocks，每格內僅一個樣本
此處我們加入了新的變數（可能會影響母體均數差異的另一變數）：blocking variable，為簡化起見，每一資料格內僅一個樣本，詳見表12.6即知。

本例中加入了工作地區作為新的變數，但每一地區中每依類型的工作經驗則只隨機抽出一個樣本。

現在我們的檢定為：

1. H0：不同的工作經驗(treatments)起薪相同

2. H0：不同地區(blocks)的起薪相同

Two-Way ANOVA:

SST=between-treatments sum of squares

SSB=between-blocks sum of squares

TSS=total sum of squares

SSE=error sum of squares

因為本例（表12.6）與前例（表12.1）的數字相同，而在one-way ANOVA中已經計算了SST、SSW與TSS，現在我們需要計算的是：

between-rows: 
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I：blocks (rows)（工作地區）的組數

J：treatments (columns)（工作經驗）的組數

K：每一格內的樣本數

本例：SSB=3.336

between-columns sum of squares:
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上例中：SST=72, TSS=118，故
TSS=SST+SSB+SSE

(SSE=TSS-SST-SSB=118-72-3.336=42.664
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SSB的自由度為I－1

SSE的自由度為(J－1)(I－1)

between-blocks變異數的不偏估計式為MSB

MSB=SSB / (I-1)=1.112

殘餘變異數的不偏估計式為MSE

MSE=SSE / [(I-1)(J-1)]=7.111

所以，檢定between-treatmenst的F值為
F=MST / MSE = 5.063＜F2,6,5%=5.14

(cannot reject the null hypothesis

所以，檢定between-blocks的F值為
F=MSB / MSE = 1.56＜F3,6,5%=4.76

(cannot reject the null hypothesis

Population Model for Two-Way ANOVA with one observation in each cell
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12.5 Two-Way ANOVA with more than one observation in each cell

Table 12.9

TSS=SST+SSB+SSI+SSE

SSI : interaction sum of square

根據表12.9的資料可求：
1. block means:
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2. treatment means:
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3. cell means:
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4. overall means:
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Generalizing the Two-Way ANOVA

這個部分原屬於課外教材，不需要上。

12.6 用Chi平方檢定Goodness of Fit

Goodness of Fit Tests: 檢查待檢定的資料是否是由某機率分配（如：均等分配、二項分配、普瓦松分配、或常態分配）所產生？

Chi平方檢定用於多個母體比例間是否相等（在此我們的假設是：其機率分配為均等分配）。

例如：行銷經理想知道市面上的4種止痛劑出現在醫師的處方籤上的次數（市場佔有率）是否相同？他可以做下面的檢定：

H0：市場佔有率都相同

H1：市場佔有率不同

他可以發出1000份問卷到各診所，調查他們開立處方的情形，根據調查結果，我們可以做出

observed frequency表。

Expected frequency: 如果H0為真,則每一止痛劑應約被開了250次，此均等分配為預期的分配。

Chi 平方檢定就是用來比較這兩個分配是否相同，如果H0為真，則觀察的與預期（均等）的次數分配應相同，故而在此例中，我們檢定的是均等分配。

在股票投資模型中，常假設報酬率是常態分配，要檢定此假設是否合適：

H0：報酬率為常態分配

H1：報酬率不是常態分配

請注意：Chi平方檢定不只限於上面的那兩種機率分配而已！

Chi平方的統計式如下：
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(12.17)
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expected frequency

k: number of groups, k-1: degree of freedom

範例12.1：均等分配之檢定

4種不同類別的汽車的市場佔有率，k=4

n=2,000全國的樣本

表12.12列出（12.17）式的統計值：
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查A5表得知：
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範例12.2：二項分配之檢定

賭哪一支足球隊會贏球，每人下十次賭注：k=10
n=1,000，表12.13列出下對賭注的次數及相應的統計值。

注意：我們用二項分配機率求預期分配的次數
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範例12.3：普瓦松分配之檢定

每小時到急診室報到的病人個數分成4組，k=4

共有480小時的資料，n=480
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12.7 用Chi平方檢定獨立性

Contingency table: 將資料依行依列分類，共可分成行數(c)乘以列數(r)之組別。
我們可以檢定行變數（B）與列變數（A）是否相關。我們還是要比較觀察的與預期的次數分配，來決定它們是否相關。

H0：A與B獨立

H1：A與B相依

此檢定的自由度為：(r-1) (c-1)

注意：如果H0為真，則各格內的發生的機率應為：P(A and B) = P(A)×P(B)(表示A與B獨立

用表12.15為例：n=30，自由度＝6，

表12.17為預期分配，表12.18為檢定統計值，
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12.8 應用

應用1：3個產業給CEO的現金福利（紅利）
m=3, n1 = n2 = n3 = 8, n=24

( one-way ANOVA

MST: 自由度 = m-1=2
MSW: 自由度 = n-m=21
F = MST/MSW=6.45>
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應用2：Two-way ANOVA

Treatments: 3台不同尺寸的黑白電視，I=3

Blocks: 男女兩種性別的測試員（各36名），J=2
全部樣本數 n＝IJK＝72，

假定每一格內有相同的樣本數，求K：K=72/IJ=12, 表12.19列出各項統計值：

MST=6.36，自由度＝J－1＝2,

MSB=4.08，自由度＝I－1＝1,

MSE=1.09，自由度＝IJ(K-1)=66

F=MST/MSE=5.81, p<0.005(Reject H0
F=MSB/MSE=3.73, p<0.06(Accept H0 at 5%
應用3：One-way ANOVA

m=2, n1=6, n2=8, n=6+8=14

TSSW=SSW1+SSW2=1.5627

TSST=SST1+SST2=1.4686983

MST=TSST/(m-1)

MSW=TSSW/(n-m)

F=MST/MSW=11.27816>
[image: image40.wmf]75

.

4

12

,

1

%,

5

=

F


( Reject H0
應用4：常態分配之檢定(goodness of fit test)

n=200, 
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表12.22為觀察而得的次數，表12.23為按標準常態分配計得的次數。然後再將報酬率分成3組, k=3,
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應用5：Goodness of fit test

H0:old distribution: p1=1/6, p2=1/2, p3=1/3

第522頁的
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應用6：One-way ANOVA：廣告限制與銷售成績

表12.26為原資料，m=3, n1=5, n2=8, n3=5(n=18

MST: 自由度 = m-1=2
MSW: 自由度 = n-m=15
F=0.78<
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